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О. А. Плахтій, В. П. Нерубацький, І. М. Рищенко, О. Є. Зінченко, 
С. М. Тихонравов, Д. А. Гордієнко 
Представлено результати досліджень впливу вищих гармонік струму 
навантаження на втрати потужності в електричній мережі. Актуальність 
цих досліджень зумовлена сталим зростанням кількості потужних імпульсних 
споживачів електроенергії, що призводить до збільшення вмісту вищих 
гармонік в системах електропостачання. В свою чергу, вищі гармоніки струму 
навантаження в системі електропостачання викликають погіршення не 
тільки якісних показників електроенергії, а й збільшення втрат потужності, 
що спричинено скін-ефектом в провідниках мережі та збільшенням 
середньоквадратичного значення струму. 
Проведені дослідження показали, що існуючі аналітичні залежності 
активного опору мережі від частоти вищих гармонік струму під дією скін-
ефекту є взаємовиключними та неточними з причини невраховування 
геометричних характеристик провідників мережі. На підставі рівнянь Бесселя 
першого роду отримано уточнені аналітичні залежності активного опору 
мережі від частот вищих гармонік, що враховують геометричні властивості 
проводів. Показано, що інтенсивність збільшення активного опору провідника 
відносно його опору постійного струму при заданій частоті значно залежить 
від діаметру провідника, що особливо важливо для ліній передачі енергії з 
одножильними дротами великого діаметру (наприклад, контактний дріт у 
залізничному електропостачанні). Показано, що для дротів малого діаметру 
збільшення значення активного опору під дією скін-ефекту є несуттєвим і, у 
такому випадку, втрати від вищих гармонік струмів зумовлені збільшенням 
середньоквадратичного значення струму. Представлено залежність до- 
даткових втрат потужності в електричній мережі у функції значень 
коефіцієнту гармонічних спотворень струму навантаження. Приведені 
залежності підтверджено імітаційним моделюванням. 
Отримані результати дослідження можуть бути використані при 
розрахунках енергетичних втрат в різноманітних електричних мережах від 
вищих гармонік струмів навантаження та при розрахунках економічної 
ефективності від впровадження фільтрокомпенсуючих пристроїв 
Ключові слова: вищі гармоніки струму навантаження, втрати 
потужності, коефіцієнт гармонічних спотворень, скін-ефект 
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1. Вступ 
Підвищення енергоефективності є пріоритетним напрямком енергетики та 
систем електропостачання. Для реалізації максимальної енергоефективності 
систем електропостачання необхідне чітке чисельне розуміння складових втрат 
потужності і методів їх усунення. У тому числі, необхідне розуміння вкладу у 
втрати потужності від вищих гармонік струму навантаження у величину 
загальних втрат. Це важливо, бо протягом останніх десятиліть відбувається 
збільшення кількості імпульсних споживачів електроенергії, що відноситься як 
до побутових приладів, так і до промислових. Це призводить до збільшення 
вмісту вищих гармонік струмів в системах електропостачання, а, відповідно, і 
до збільшення втрат потужності, пов’язаних з вищими гармоніками, що 
зумовлює необхідність використання активних випрямлячів та активних 
фільтрокомпенсуючих пристроїв [1-3]. Все це зумовлює актуальність проблеми 
визначення додаткових втрат потужності в системі електропостачання, 
визначених вищими гармоніками струмів навантаження. 
 
2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми 
Питанням негативного впливу вищих гармонік та неактивних складових 
струмів навантаження на системи електропостачання приділено значну увагу 
[4–8]. Проте, варто зазначити, що результати розрахунків додаткових втрат в 
активному опорі електричних мереж від вищих гармонік струмів у ряді 
публікацій [9–13] значно відрізняються. 
Додаткові втрати активної потужності у трифазній лінії електропередачі 
Рharm, обумовлені протіканням струмів вищих гармонік, визначаються дією скін-
ефекту та можуть бути визначені, як сума втрат від кожної гармоніки: 
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де v – номер гармоніки; n – число врахованих гармонік; Iv – 
середньоквадратичне значення v-ої гармоніки; R1 – активний опір лінії 
постійному струму; krv – коефіцієнт, що враховує збільшення опору під дією 
поверхневого ефекту. 
Проте визначення коефіцієнту krv, що враховує вплив поверхневого ефекту, 
у публікаціях [9–12] визначається за різними виразами. 
Так, у роботі [9] для коефіцієнта krv дається два різних визначення його 
залежності від порядку гармоніки v. Перше визначення коефіцієнту krv 
визначається як: 
 
0,47 ,rvk v                                                                                              (2) 
 
де v=f/50. 
Друге визначення коефіцієнту krv згідно з [9] в залежності від частоти v-ої 
гармоніки складає: 
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де r0 – питомий опір провідника постійного струму; kpv – коефіцієнт, що 
враховує вплив поверхневого ефекту на v-ій гармоніці; kоv – коефіцієнт, що 
враховує вплив ефекту близькості для v-ої гармоніки. 
Згідно з [9] коефіцієнт kpv, що визначає ріст активного опору провідника на 
вищих частотах від поверхневого ефекту для мідних проводів, складає: 
 
0,021 .рvk f                                                                                              (4) 
 
Для алюмінієвих проводів kpv складає: 
 
0,01635 .рvk f                                                                                              (5) 
 
Коефіцієнт k0v, що враховує ефект близькості, визначається за виразом: 
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де d – діаметр провідника, мм; a – відстань між центрами жил, мм. 
У ряді публікацій [10–12], коефіцієнт k, що враховує збільшення активного 
опору під дією скін-ефекту має більше значення та визначається як: 
 
.rk v                                                                                                        (7) 
 
У публікації [13] на підставі експериментальних досліджень наведено 
емпіричні залежності активного опору від частоти для різних типів проводів, як 
це показано в табл. 1. 
 
Таблиця 1 
Апроксимуючі залежності коефіцієнта krv2, що враховує вплив скін-ефекту для 
різних типів кабелів 
Тип провідника krv2 
АС-400 0,3v 
А-400 0,15v 
Мідний кабель 0,06v 
Алюмінієвий кабель 0,06v 
 
Залежності коефіцієнтів krv, krv2 і kрv для мідного проводу від частоти 
наведено на рис. 1. Варто зазначити, що значення коефіцієнтів krv, krv2 і kрv 
відповідає опору провідників постійному струму. 
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Рис. 1. Залежності значень коефіцієнтів, що враховують вплив поверхневого 
ефекту на збільшення активного опору, а, відповідно, і на втрати потужності у 
провідниках від частоти струмів вищих гармонік: 1 – krv; 2 – krv2; 3 – kрv 
 
Таким чином, з проведеного аналізу можна зробити висновки, що існуючі 
залежності активного опору провідників електричних мереж від частоти вищих 
гармонік є досить суперечними і дають різні результати розрахунку втрат 
потужності. Варто зазначені, що зазначені співвідношення не враховують 
геометричні властивості проводів, які впливають на інтенсивність витіснення 
струму у провіднику при скін-ефекті. Крім цього, згідно виразів (2) та (4) і 
табл. 1, до певної частоти коефіцієнти krv, krv2 і kрv приймають значення менше 
одиниці, що свідчить про зниження опору мережі відносно опору постійному 
струму, тобто певної «надпровідності» провідників на частоті 50 Гц, що є 
помилковим. 
 
3. Ціль дослідження 
Метою роботи є визначення аналітичних співвідношень, що описують ене-
ргетичні процеси збільшення втрат потужності в опорі електричної мережі від 
вищих гармонік струму. 
Для досягнення зазначеної мети було поставлено такі завдання: 
– отримати співвідношення активного опору мережі від частоти вищої га-
рмоніки з урахуванням геометричних показників провідників; 
– отримати співвідношення додаткових втрат потужності в опорі мережі 
від вищих гармонік у функції від коефіцієнта гармонічних спотворень (THD) 
(англ. Total Harmonic Distortion) струму; 
– провести імітаційне моделювання та підтвердити отримані залежності 
додаткових втрат потужності в опорі мережі від коефіцієнту гармонічних спо-
творень на прикладі системи. 
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4. Визначення впливу скін-ефекту на опір мережі виходячи з рівнянь 
Бесселя 
Протікання змінного струму супроводжується електромагнітним полем 
навколо провідника, яке призводить до витіснення електричних зарядів (власне 
цього ж струму) від центру провідника на його поверхню. Цей ефект 
називається поверхневим ефектом, або скін-ефектом. В результаті цього ефекту 
щільність струму по площі перетину проводу стає неоднорідною. Об’ємна 
щільність струму максимальна біля поверхні провідника. При видаленні від 
поверхні об’ємна щільність убуває експоненціально і на глибині Δ стає меншою 
в e-разів [14, 15]. Ця глибина Δ називається товщиною скін-шару та 
визначається відповідно до виразу: 
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де Δ – глибина проникнення струму (м); f – частота змінного струму, Гц; γ – 
питома електрична провідність, γ=1/ρ; ρ – питомий опір провідника (Ом-1·м-1), 
для міді 1,72·10-8; для алюмінію 2,7·10-8; μ – абсолютна магнітна проникність. 
 
μ=μ0·μr,                                                                                                         (9) 
 
де μ0 – магнітна проникність вакууму, μ0=1,25663706·10
-6
 Н/А; μr – відносна 
магнітна проникність матеріалу (μ/μ0 безрозмірна величина), для міді 0,999992; 
для алюмінію 1,000022. 
Залежність товщини скін-шару мідного та алюмінієвого проводу від 
частоти f наведено на рис. 2. 
 
 
 
Рис. 2. Залежність товщини скін-шару (мм) від частоти струму (кГц): 1 – для 
алюмінію; 2 – для міді Н
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Таким чином, при досить великій частоті f=10 кГц товщина скін-шару стає 
мізерно малою (0,66 мм). 
Для змінної напруги щільність струму J від поверхні до центру 
циліндричного провідника є експоненціально спадною функцією, яка 
описується виразом: 
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де Js – провідність провідника, що відповідає постійному струму; rk – відстань 
від поверхні проводу до центру. 
Унаслідок експоненціального убування щільності струму слідує, що 
практично весь струм зосереджений в шарі товщиною в кілька Δ. Як приклад 
наведемо графік розподілення відносної щільності струму в провіднику з 
радіусом рівним 3Δ (рис. 3). 
 
 
 
Рис. 3. Залежність розподілення відносної щільності струму в проводі 
товщиною 3Δ 
 
Так, зменшення щільності струму в 100 разів відбувається на глибині 
≈4,6·Δ. Таким чином, вплив скін-ефекту на витіснення струму визначається 
кількістю скін-шарів в радіусі проводу r0/Δ. Дана неоднорідність щільності 
струму веде до збільшення його питомого опору. 
У разі, коли радіус проводу більше товщини скін-шару, залежність 
комплексного опору проводу Z від частоти струму може бути описано за 
допомогою функції Бесселя [14–18], яка визначає поширення поля в 
циліндричній системі координат. 
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де R – активний опір провідника; X – реактивний опір провідника; i – 
комплексна складова; r0 – радіус проводу; l – довжина проводу; J0(Z) – функція 
Бесселя першого роду нульового порядку; J1(Z) – функція Бесселя першого 
роду першого порядку; q – хвильове число. 
Хвильове число проводу є комплексною зміною і визначається виходячи зі 
значення товщини скін-шару. 
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Функції Бесселя першого роду є частинними канонічними рішеннями 
диференціального рівняння Бесселя: 
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Функції Бесселя першого порядку, що позначаються Jα(z), є приватними 
рішеннями диференціального рівняння Бесселя для кінцевих точок х=0 при 
цілих і не негативних α: 
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Функції Бесселя першого роду нульового та першого порядку 
визначаються як: 
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Примітка: рішення функцій Бесселя в комплексній площині спрощується 
можливістю їх вирішення в програмі MathCad за допомогою вбудованих 
функцій «J0(z)» і «J1(z)». 
Активний опір проводу R є дійсною частиною комплексного опору Z з 
виразу (10). Отримані залежності активного опору мідного проводу довжиною 
10 км з різними діаметрами від частоти, розрахованої відповідно до виразу (11), 
наведено на рис. 4. Н
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Рис. 4. Залежність активних опорів мідних проводів довжиною 10 км з 
радіусами 1, 2, 4 мм від частоти: a – 1 мм; б – 2 мм; в – 4 мм 
 
Перевагою запропонованого методу розрахунку опору є збіжність 
значення опору при частоті близькій нулю до опору постійному струму: 
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В результаті перетворення отриманих на рис. 4 залежностей опорів від 
частоти у відносні величини, отримано графіки залежності опорів у відносних 
величинах (рис. 5). 
 
 
 
Рис. 5. Залежності відносних активних опорів мідних проводів з радіусами  
1, 2, 4 мм від частоти: 1 – 0,5 мм; 2 – 1 мм; 3 – 2 мм; 4 – 4 мм 
 
Як видно з рис. 5, діаметр жили проводу в значній мірі впливає на ефект 
витіснення струму і, як результат, на значення активного опору на заданій 
частоті. 
Скін-ефект робить активний опір мережі частотно-залежним і опір мережі 
зростає з ростом частоти, що викликає збільшення втрат потужності системі 
електропостачання. З приведених характеристик видно, що при тій же частоті 
вищої гармоніки чим більше радіус провідника, тим більше будуть зростати 
втрати потужності. Таким чином, врахування втрат потужності від вищих 
гармонік під дією скін-ефекту особливо важливо для одножильних систем 
електропостачання з великими радіусами дротів, наприклад, для одножильних 
контактних дротів системи залізничного електропостачання. У той же час 
застосування багатожильного кабелю усуває негативний вплив скін-ефекту на 
втрати в провідниках системи електропостачання від вищих гармонік струмів у 
досить широкому діапазоні частот. Проте навіть при відсутності впливу скін-
ефекту вищі гармоніки спричиняють зростання додаткових втрат потужності в 
провідниках мереж за рахунок збільшення середньоквадратичного значення 
струму, що описано у наступному розділі. 
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5. Визначення додаткових втрат потужності в електричній мережі у 
функції коефіцієнту гармонічних спотворень струму навантаження 
Запропоновано метод визначення додаткових теплових втрат в 
електричних мережах постійного та змінного струму від вищих гармонік, які 
однозначно визначаються виходячи з результуючого значення коефіцієнта 
гармонічних спотворень струму мережі. Даний метод може бути використаний 
у випадку, коли вплив скін-ефекту на опір мережі з обмеженим спектром 
вищих гармонік струму є несуттєвим. У цьому випадку додаткові втрати в 
електричних мережах постійного та змінного струму від вищих гармонік можна 
розрахувати, виходячи зі значення середньоквадратичного значення (RMS) 
струму, а, отже, і збільшення втрат в квадратичній залежності від величини 
RMS значення струму. 
Як відомо, коефіцієнти гармонічних спотворень за постійним THDDC і 
змінним THDAC струмах визначаються як: 
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де Im – середньоквадратичне значення m-ої гармоніки; IDC – значення постійної 
складової. 
Для подальших формул значення THD приведено у відносних величинах, 
тобто від 0 до 1. 
Як відомо, діюче (воно ж середньоквадратичне значення – RMS) значення 
змінного (або постійного пульсуючого) струму дорівнює величині такого 
постійного струму, який за час, що дорівнює одному періоду змінного струму, 
зробить таку ж роботу (тепловий або електродинамічний ефект), що і 
розглянутий змінний струм. 
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Середньоквадратичне значення змінного струму можна також виразити 
через спектр вищих гармонік: 
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 З виразу (17) можна виразити суму квадратів вищих гармонік: 
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Тоді середньоквадратичне значення постійного та змінного струмів можна 
представити у вигляді: 
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Залежність середньоквадратичного значення струму від значення THD 
наведено на рис. 6, на якому за 100 % прийнято RMS значення першої 
гармоніки струму. 
 
 
 
Рис. 6. Залежність відносного значення RMS струму від коефіцієнта 
гармонічних спотворень 
 
Таким чином, встановлена однозначна залежність між коефіцієнтом 
гармонічних спотворень споживаного струму та відсотком додаткових втрат 
потужності. 
Залежність відносного значення додаткових втрат від значення коефіцієнта 
гармонічних спотворень наведено на рис. 7, на якому за 100 % прийнято втрати, 
викликані основною гармонікою, або для DC мережі постійної складової 
струму. 
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Рис. 7. Залежність процентного значення відносних додаткових втрат від 
коефіцієнта гармонічних спотворень 
 
Приведені на рис. 7 співвідношення дозволяють визначити додаткові втра-
ти в системі електропостачання від значення коефіцієнту гармонічних спотво-
рень (THD) струму навантаження. З рис. 7 витікає, що спотворення струму ме-
режі з коефіцієнтом гармонічних спотворень 50 % спричиняє збільшення втрат 
потужності в електричній мережі на приблизно 25 %. 
 
6. Імітаційне моделювання аналізу додаткових втрат в активному 
опорі електричної мережі від вищих гармонік струмів 
Для підтвердження приведених у попередньому розділі залежностей у 
середовищі імітаційного моделювання було проведено дослідження втрат 
потужності в опорі електричної мережі від вищих гармонік трифазного 
діодного випрямляча та зниження втрат при підключенні силового активного 
фільтру (САФ). Імітаційну модель приведено на рис. 8. 
Параметри імітаційної моделі: напруга живлення мережі – 3×380 В; 
активний опір мережі 0,2 Ом, індуктивність мережі 50 мкГн, індуктивність 
дроселів САФ – 5 мГн; індуктивність вхідного дроселя діодного випрямляча – 
0,1 мГн; ємність фільтру випрямляча 12 мФ; опір у навантаженні випрямляча – 
3 Ом. Максимальна відносна похибка розрахунків системи Matlab 0,1 %. 
Система керування силового активного фільтру побудована за принципом 
гістерезисної модуляції та pqr-теорії потужності. САФ працює в режимі 
противофазної генерації вищих гармонік струму навантаження. Це забезпечує 
взаємну компенсацію вищих гармонік струму навантаження струмом САФ, що 
дозволяє забезпечити THD струму мережі нижче 3 %. Більш детально 
принципи pqr-теорії потужності та опис системи керування і електричні 
процеси в силовому активному фільтри приведені в [18–22]. 
 Т
ль
к
 дл
я ч
те
ни
я
 
 
Рис. 8. Імітаційна модель електричної мережі з трифазним діодним 
випрямлячем та силовим активним фільтром 
 
Результати імітаційного моделювання, а саме вхідний струм діодного 
випрямляча, струм генерований САФ та результуючий струм у мережі, 
приведено на рис. 9. 
 
 
 
Рис. 9. Осцилограми, отримані при імітаційному моделюванні: вхідний 
струм трифазного діодного випрямляча (без застосування САФ), струм 
генерований САФ, результуючий струм мережі при роботі САФ 
 
Результати Фур’є-аналізу струму мережі без включення САФ та при роботі 
САФ, виконаного у Matlab, наведено на рис. 10. Н
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Рис. 10. Результати Фур’є-аналізу в: а – вхідного струму діодного випрямляча; 
б – струму мережі при роботі САФ 
 
Чисельні результати імітаційного моделювання наведено в табл. 2. 
 
Таблиця 2 
Результати імітаційного моделювання 
Параметр 
Значення до 
фільтрації 
Значення після 
фільтрації 
Перша гармоніка струму мережі, А 119,006 119,006 
Коефіцієнт гармонічних спотворень THD 
струму мережі, % 
50,75 1,21 
Середньоквадратичне значення струму 
мережі, A 
133,45 119,014 
Потужність втрат в активному опорі мережі, 
зумовлена першою гармонікою струму, кВт 
2,8324 2,8324 
Загальна потужність втрат в активному опорі 
мережі, кВт 
3,5617 2,8332 
 
З результатів моделювання видно, що застосування силового активного 
фільтру дозволяє значно знизити вміст вищих гармонік в мережі, знизити 
середньоквадратичне значення струму мережі, а, відповідно, і втрати в 
активному опорі електричної мережі. Моделювання показало, що використання 
силового активного фільтру дозволяє знизити втрати в активному опорі мережі Т
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від конкретного споживача з 3,56 кВт до 2,83 кВт, що співпадає з аналітичними 
співвідношеннями, наведеними на рис. 7. 
 
7. Обговорення результатів дослідження аналітичних співвідношень 
Збільшення втрат потужності в активному опорі мережі від вищих 
гармонік струмів навантаження визначається як сума втрат потужності від 
кожної гармоніки. Під дією скін-ефекту зі зростанням частоти вищих гармонік 
відбувається зростання активного опору мережі. Існуючі співвідношення, які 
визначають значення активного опору від частоти вищих гармонік, є 
взаємовиключними. Крім того, для діапазону низьких частот дані вирази є 
помилковими, бо вони визначають значення активного опору мережі для 
струму з частотою 50 Гц та для гармоніки 150 Гц значно менше, ніж для 
постійного струму. 
В даній роботі отримані аналітичні залежності активного опору дротів 
електричної мережі від частоти гармонічного спектру струму навантаження. 
Особливістю роботи є використання в розрахунках електричного опору мережі 
рівнянь Бесселя. Перевагою запропонованих рівнянь, у порівнянні з відомими 
рівняннями, є врахування геометричних параметрів електричних провідників 
(довжина та радіус), які значно впливають на інтенсивність скін-ефекту та 
зміну активного опору. Показано, що вплив скін-ефекту на втрати потужності 
має велике значення при використанні одножильних проводів з великим 
діаметром, як, наприклад, у контактній мережі на залізничному транспорті. У 
разі використанні багатожильних дротів з малим радіусом при обмеженому 
спектрі вищих гармонік до десятка кГц вплив скін-ефекту суттєво зменшується, 
проте у цьому разі треба додатково враховувати ефект близькості (proximity 
effect), визначення впливу якого є важливим для подальших дослідженнь. У 
розвитку цього дослідження необхідно провести фізичні досліди, які 
підтвердять приведені вирази впливу скін-ефекту на активний опір. Ускладнює 
процес підтвердження те, що для проведення такі засоби імітаційного 
моделювання, як Matlab, Multisim, MicroCAP, P-Spice та інші, не враховують 
зміну опору електричної мережі від частот вищих гармонік струмів під дією 
скін-ефекту. 
У випадку, коли спектр вищих гармонік є обмеженим і збільшення 
активного опору мережі у цьому діапазоні частот зростає несуттєво, впливом 
скін-ефекту можна знехтувати. В цьому разі вплив вищих гармонік струму 
навантаження на втрати потужності в електричній мережі можна визначити, 
виходячи зі середньоквадратичного значення струму навантаження. В роботі 
дані аналітичні залежності відносного збільшення втрат потужності від 
коефіцієнту гармонічних спотворень струму мережі. Представлені залежності 
підтверджені імітаційним моделювання в середовищі Matlab на прикладі 
роботи системи трифазного електропостачання з діодним випрямлячем та 
силовим активним фільтром. 
Практичне застосування цього дослідження може бути знайдено при: 
– проведенні розрахунків втрат потужності в системах електропостачання 
змінного та постійного струму; Н
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– проведенні розрахунків втрат потужності в електричній мережі від 
конкретного споживача, як фактор техніко-економічного обґрунтування 
застосування силових активних фільтрів та інших фільтрокомпенсуючих 
пристроїв, які призначенні для зниження вмісту вищих гармонік. 
 
8. Висновки 
1. Визначено співвідношення залежності активного опору мережі у функції 
частот вищих гармонік та геометричних характеристик провідників (довжини і 
діаметру). Встановлено ряд залежностей активного опору проводів з різними 
радіусами від частоти вищих гармонік (рис. 5) Так, наприклад, показано, що 
при радіусі проводу 4 мм для гармоніки струму з частотою 8 кГц зростання 
активного опору мережі відносно опору постійному струму збільшується 
практично на 100 %, що відповідно викликає пропорційне зростання втрат 
потужності від цієї гармоніки. 
2. Встановлено залежність додаткових втрат потужності в активному опорі 
мережі від вищих гармонік у функції від коефіцієнта гармонічних спотворень 
струму навантаження. Показано, що в діапазоні значення THD вхідного струму 
від 30 % до 80 % додаткові втрати в електричний мережі відповідно зростуть 
від 10 % до 48 % відносно електричного опору провідника постійному струму. 
3. Проведене імітаційне моделювання підтвердило зменшення втрат в 
активному опорі електричної мережі при зниженні складу вищих гармонік на 
прикладі електричної мережі з трифазним діодним випрямлячем та силовим 
активним фільтром. Моделювання підтвердило, що THD вхідного струму 
діодного випрямляча 50,75 % зумовлювало 25,78 % додаткових втрат в 
активному опорі електричної мережі. 
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